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บทคัดย่อ  

 
งานวิจัยนี้ ได้เสนอและศึกษากระบวนการทําซํ้าเพ่ือท่ีจะหาผลเฉลยร่วมของปัญหาดุลยภาพแบบแยก ปัญหาอสมการ

การแปรผัน และปัญหาจุดตรึงของการส่งหลายค่าในปริภูมิฮิลเบิร์ต และได้ศึกษาการลู่เข้าแบบอ่อนของลําดับท่ีได้สร้างจาก
กระบวนการทําซํ้า ไปสู่ผลเฉลยร่วมของท้ังสามปัญหาข้างต้น  
 
คําสําคัญ: กระบวนการทําซํ้า  ปัญหาดุลยภาพแบบ split  อสมการการแปรผัน  ปัญหาจุดตรึง 
 

Abstract 
 

In this paper, we introduce and study iteration for solving split equilibrium problems, variation 
inequality and fixed point problems of multivalued mappings in Hilbert spaces and prove that the proposed 
iterative algorithm converges weakly to a common solution of the considered problems 
 
Keywords: iteration, split equilibrium problems, variation inequality, fixed point problems 
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1. บทนํา  
 

การศึกษาเกี่ยวกับปัญหาดุลยภาพ (Equilibrium Problems) ถือได้ว่าเป็นปัญหาท่ีสําคัญในด้านเศรษฐศาสตร์ 
วิทยาศาสตร์ หรือแม้กระท่ังในทางวิศวกรรมศาสตร์ก็ตาม โดยปัญหาดุลยภาพเป็นการศึกษาปัญหา ดังต่อไปนี้ กําหนดให้ H  

เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ตจริง กับ ผลคูณภายใน ·,·   และ induced norm ·‖‖ กําหนดให้ C  เป็นเซตย่อยคอนเวกซ์แบบปิด ท่ีไม่

เป็นเซตว่าง ของปริภูมิฮิลเบิร์ตจริง และให้ :F C C  �  เป็นการส่งฟังก์ชันคู่ ผลเฉลยของปัญหาดุลยภาพก็คือการหา

สมาชิก x C  ท่ีสอดคล้องกับอสมการต่อไปนี้   

( , ) 0,F x y y C    
ในปี 2005  Censor และ Elfving (2005) เป็นนักวิจัยกลุ่มแรกท่ีได้ศึกษาปัญหาท่ีเรียกว่า split feasibility 

problem ( )SEP ในปริภูมิฮิลเบิร์ตท่ีมีมิติจํากัด โดยกําหนดให้ C และ  Q  เป็นเซตย่อยคอนเวกซ์แบบปิด ท่ีไม่เป็นเซตว่าง 
ของปริภูมิฮิลเบิร์ต 1H  และ 2H  ตามลําดับ  ให้ 1 2:A H H  เป็นการส่งเชิงเส้นแบบมีขอบเขต แล้วผลเฉลยของ

ปัญหา split feasibility problem (SEP) คือการหาสมาชิก *x  ท่ีสอดคล้องกับสมบัติต่อไปน้ี   
* *,x C Ax Q   

ผลเฉลยของปัญหา split feasibility problem สามารถนําไปประยุกต์ใช้ในการแก้ปัญหา เร่ือง intensity-
modulated radiation therapy, signal processing และ image reconstruction (Censor et al., 2005) 

ต่อมาในปี 2013 Kazmi  และคณะ (2013) ได้นําปัญหาดุลยภาพ และ split feasibility problem นํามาประยุกต์

รวมกัน  กลายเป็นปัญหาท่ี เรียกว่า ปัญหาดุลยภาพแบบแยก  (split equilibrium Problem) นั่ นคือ : กําหนดให้ 

1 :F C C  �  และ 2 :F Q Q  �  เป็นฟังก์ชันคู่แบบไม่เชิงเส้น  และให้ 1 2:A H H  เป็นการส่งเชิงเส้นท่ีมี

ขอบเขต แล้วการหาผลเฉลยปัญหาดุลยภาพแบบแยก คือ การหาสมาชิก *x C  ท่ีสอดคล้องกับสมการต่อไปนี้ 
*

1( , ) 0,F x x x C   โดยท่ี  * *y Ax Q   และ *y สอดคล้องกับอสมการ *
2 ( , ) 0,F y y y Q    

ต่อไปจะพิจารณาปัญหาท่ีเรียกว่าปัญหาอสมการแปรผัน (variational inequality problems)  โดยเริ่มจาก 

กําหนดให้ :B C H  เป็นการส่งท่ีเรียกว่า การส่งทางเดียวแบบเข้มผกผัน  ถ้า B สอดคล้องกับอสมการต่อไปนี้ 
2

, , ,x y Bx By Bx By x y C      ,  �  

ผลเฉลยของคําตอบของปัญหาอสมการแปรผัน (เขียนแทนด้วย ( , )VI C B ) สาํหรับการส่งทางเดียวแบบเข้มผกผัน 
B หมายความคือ สมาชิกu C  ท่ีสอดคล้องกับอสมการดังนี้   

, 0v u Bu   สําหรับทุกๆ v C   
การศึกษาเกี่ยวกับปัญหาอสมการการแปรผัน ได้เข้ามามีบทบาทสําคัญอย่างมาก เนื่องจากองค์ความรู้ท่ีได้จาก

การศึกษาทฤษฎีอสมการการแปรผันนั้นเป็นแบบจําลองพ้ืนฐานและเครื่องมือท่ีสําคัญในการศึกษาเกี่ยวกับท้ังปัญหาเชิงเส้น

และไม่เชิงเส้น ซ่ึงปัญหาทั้งสองถือเป็นปัญหาหลักในการศึกษาท้ังในแง่ของวิทยาศาสตร์บริสุทธ์ิ และวิทยาศาสตร์ประยุกต์เช่น 
nonlinear programming, optimization และ control, physics, economics,  transportation equilibrium, physical และ 
engineering sciences  เป็นต้น 

การท่ีศึกษาเพ่ือหาผลเฉลยร่วมของปัญหาปัญหาดุลยภาพแบบแยก และอสมการการแปรผันนั้น นักวิจัยส่วนใหญ่ใช้

วิธีการสร้างกระบวนการทําซํ้าของจุดตรึง (fixed point) สําหรับการส่งไม่เชิงเส้น มาประยุกต์ในการแก้ปัญหา ซ่ึงทฤษฎีจุด

ตรึง (fixed point theory) ในปัจจุบันนี้ นับว่ามีบทบาทสําคัญอย่างมาก ต่อการพัฒนา ความรู้เกี่ยวกับวิทยาศาสตร์และ

เทคโนโลยีสมัยใหม่และนําไปประยุกต์เพ่ือแก้ปัญหาต่าง ๆ  วิธีการสร้างกระบวนการทําซํ้าได้มีการพัฒนามาอย่างต่อเนื่อง จน
ทําให้มีกระบวนการทําซํ้าในแบบต่างๆ เช่น  กระบวนการทําซํ้าแบบ Picard (1922) , Mann (1953) และ Ishikawa (1974) 
เป็นต้น  โดยค่าท่ีได้จากการกระบวนการทําซํ้า จะลู่เข้าไปหาผลเฉลยของปัญหาท่ีต้องการ   
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ในงานวิจัยนี้ได้สร้างกระบวนการทําซํ้าแบบใหม่ ซ่ึงนํากระบวนการทําซํ้าแบบ Ishikawa มาปรับปรุง ได้ดังต่อไปนี้  
ให้  1x C  และ  
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2. วัตถุประสงค์ในการวิจัย 
 

2.1 เพ่ือศึกษาการลู่เข้าอย่างอ่อนของลําดับท่ีสร้างจากกระบวนการทําซํ้าแบบ (1) บนปริภูมิฮิลเบิร์ต 
2.2 เพ่ือหาผลเฉลยร่วมของปัญหาดุลภาพแบบแยก ปัญหาอสมการแปรผัน และปัญหาจุดตรึงสําหรับการส่งแบบ

หลายค่าบนปริภูมิฮิลเบิร์ต 
 

3. เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวข้อง 
 

กําหนดให้ ( )CB C  เป็นวงศ์ของเซตย่อยมีขอบเขตแบบปิดท่ีไม่เป็นเซตว่างของ C  และ ( )K C  เป็นเซตย่อย

กระชับท่ีไม่เป็นเซตว่างของ C และระยะทางของเฮาส์ดอฟฟ์ (The Hausdorff metric  ( H ) ) บนเซต ( )CB C  นิยามโดย  
( , ) : max{sup ( , ),sup ( , )}, , ( )

x A y B
A B dist x B dist y A A B CB C

 
  H  

กําหนดให้ การส่ง : 2CS C   เป็นการส่งหลายค่า  จะกล่าวว่า x C  เป็นจุดตรึงของเซต S  ถ้า x Sx   

บทนิยามท่ี 3.1 กําหนดให้ : 2CS C   เป็นการส่งหลายค่า จะกล่าวว่า S  เป็น   
(i) การส่งแบบไม่ขยาย ถ้าสอดคล้องกับอสมการต่อไปนี้ 

( , ) , ,Sx Sy x y x y C  H ‖ ‖  
(ii)  การส่งแบบ nonspreading ถ้าสอดคล้องกับอสมการต่อไปนี้ 

2 2 22 ( , ) ( , ) ( , ) , ,Sx Sy dist y Sx dist x Sy x y C   H  

(iii) การส่งแบบดัดแปลงสําหรับค่า  ถ้ามี   และสอดคล้องกับอสมการต่อไปนี้ 
2 2 2 2(1 ) ( , ) (1 ) ( , ) ( , ) , ,Sx Sy x y dist y Sx dist x Sy x y C          H ‖ ‖  

 จะเห็นว่า การส่งแบบดัดแปลงสําหรับค่า 0  ก็คือการส่งแบบไม่ขยาย และการส่งแบบดัดแปลงสําหรับค่า 1  คือ 
การส่งแบบ  nonspreading เนื่องจากงานวิจัยทําให้ทราบว่าถ้า S เป็นการส่งแบบดัดแปลง สําหรับค่า   แล้วเซต ( )F S  
เป็นเซตปิด นอกจากนี้ถ้าการส่ง S  ซ่ึงสอดคล้องกับเงื่อนไขว่า { }, ( )Sp p p F S    แล้ว ( )F S  เป็นเซตคอนเวกซ์ 

บทต้ังท่ี 3.2 (Takahashi et al., 2005) กําหนดให้ 1H  เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ต แล้วจะมีสมบัติต่อไปน้ี 

3.2.1  2 2 2
12 , , , ;x y x y x y y x y H        ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

3.2.2  2 2
12 , , , ;x y x y x y x y H       ‖ ‖ ‖ ‖  

3.2.3  2 2 2 2
1(1 ) (1 ) (1 ) , [0,1] , ;tx t y t x t y t t x y t x y H           ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

3.2.4   ถ้าลําดับ 1 1{ }n nx H
   เป็นลําดับท่ีลู่เข้าแบบอ่อน ไปสู่ค่า 1,z H  แล้วจะได้ว่า  

 2 2 2
1sup slim li p ,m un n

n n
x y x z z y y H

 
      ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

และสําหรับค่า ของ (0,2 ]   จะเห็นว่าการส่ง I T  เป็นการส่งแบบไม่ขยายค่าเดียว นั่นคือ 

( ) ( ) , ,I T x I T y x y x y C         
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กําหนดให้ C   เป็นเซตย่อยคอนเวกซ์แบบปิดท่ีไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิฮิลเบิร์ตจริง 1H  สําหรับ 1x H  จะมี

จุดท่ีใกล้ เซต C  มากท่ีสุดเพียงจุดเดียวเท่านั้น เขียนแทนด้วย ( )CP x  ท่ีซ่ึง ,Cx P x x y    เม่ือ y C  
และ CP จะเรียกว่า metric projection เซต 1H C  ซ่ึง ( )CP x  เป็นการส่งไม่ขยายแบบ firmly เซต 1H C  

( ) ( ) ( ) ( ),C C C CP x P y P x P y x y     สําหรับทุกๆ 1,x y H  

นอกจากนี้ สําหรับทุก ๆ  1x H  , y C และ ( )Cz P x  ก็ต่อเม่ือ , 0x z z y     
บทต้ังท่ี 3.3 (Opial, 1967) ให้ E  เป็นปริภู มิบานาค จะกล่าวว่า E  สอดคล้องเงื่อนไข opial ถ้าลําดับ 

{ }nx E  และ nx x�  แล้ว lim limsup sup , ,n nx x x y y E x y    ‖ ‖  

บทต้ังที่ 3.4 (Suantai, 2005) ให้ E เป็นปริภู มิบานาคสอดคล้องกับเงื่อนไข Opial และ { }nx E  ให้ 

, ,u v E  lim n
n

x u


‖ ‖ และ lim n
n

x v


‖ ‖ หาค่าได้  ถ้า { },{ } { }
k kn m nx x x  ลู่เข้าอย่างอ่อนสู่ค่า u  และ v  

ตามลําดับ แล้วจะได้ว่า u v  
สําหรับการหาผลเฉลยของปัญหาดุลยภาพ จําเป็นต้องต้ังสมมุติฐานโดย ให้ 1 :F C C  �  เป็นฟังก์ชันคู่ ท่ี

สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้ 
3.4.1  1( , ) 0F x x   สําหรับ ;x C  
3.4.2 1F  เป็นการส่งแบบทางเดียว นั่นคือ 1 1( , ) ( , ) 0 , ;F x y F y x x y C      
3.4.3  สําหรับ , , ,x y z C  จะได้ว่า 1 1

0
lim ( (1 ) , ) ( , );
t

F tz t x y F x y


    

3.4.4  สําหรับ 1, ( , )x C y F x y   เป็นการส่งคอนเวกซ์ และการส่งกึ่งต่อเนื่องล่าง และ 

  1

1
( , ) , 0x xF z y y z z x

r
      

บทต้ังท่ี 3.5 (Suantai et al., 2016) ให้ C  เป็นเซตย่อยคอนเวกซ์แบบปิดท่ีไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิฮิลเบิร์ต 
จริง 1H  และ 1 :F C C  �  เป็นฟังก์ชันคู่สอดคล้องกับเงื่อนไข 3.4.1-3.4.4 สําหรับ 0r   และ 1x H  และ
นิยามโดย 

 1
1:F

rT H C  โดย  1
1 1

1
( ) : ( , ) , 0, ,{ }F

rT x z C F z y y z z x y C x H
r

             จึงสรุปได้ว่า  

3.5.1  สําหรับสมาชิก  1,x H   1F
rT    

3.5.2  1F
rT  เป็นการส่งแบบค่าเดียว 

3.5.3 1F
rT เป็นการส่งไม่ขยายแบบ firmly นั่นคือ 1 1 1 12

1, , ,F F F F
r r r rT x T y T x T y x y x y H       ‖ ‖  

3.5.4  1
1( ) ( )F

rF T EP F  
3.5.5 1( )EP F   เป็นคอนเวกซ์แบบปิด   

นอกจากนี้ให้ 2 :F Q Q  �  สอดคล้องกับสมมุติฐานสําหรับ 0s  และ 2w H  นิยามการส่ง 2
2:F

sT H Q  

โดย  2
1

( ) : ( , ) , 0,{ }F
sT v w Q F w d d w w v d Q

r
           จึงสรุปได้ว่า  

3.5.6 สําหรับสมาชิก  2 ,x H   2
s
FT    

3.5.7  2F
sT  เป็นการส่งแบบค่าเดียว 

3.5.8 2
s
FT เป็นการส่งไม่ขยายแบบ firmly นั่นคือ 2 2 2 22

2, , ,s s s s
F F F FT x T y T x T y x y x y H       ‖ ‖  

3.5.9 2
2( ) ( )s

FF T EP F  
3.5.10 2( )EP F   เป็นคอนเวกซ์แบบปิด   
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ข้อสังเกต  กําหนดให้ปริภูมิฮิลเบิร์ตจริง H  และ C H  การส่งหลายค่า : ( )S C CB C  จะกล่าวว่า การ

ส่ง S  สอดคล้องเงื่อนไข (A) ถ้า ( , ),x p d x Sp x H  ‖ ‖  และ ( )p F S จะเห็นว่า S  สอดคล้องกับเงื่อนไข 
(A) ก็ต่อ เม่ือ  { }Sp p  สํ าหรับ  ( )p F S  เป็น ท่ีทราบ ว่าการดําเนินการท่ีประมาณค่า ท่ีดี ท่ี สุด  SP  โดย ท่ี 

{ : ( , )}SP x y Sx y x d x Sx   ‖ ‖  และสอดคล้องกับเงื่อนไข (A) 
บทต้ังท่ี 3.6 (Suantai et al., 2015) กําหนดให้ C  เป็นเซตย่อยคอนเวกซ์แบบปิดท่ีไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิ  

ฮิลเบิร์ตจริง H และ : ( )S C K C  เป็นการส่งหลายค่าดัดแปลงสําหรับค่า   ถ้าลําดับ { }nx C  ท่ีซ่ึง nx x�  
และ n ny Sx  เม่ือ 0n nx y   แล้ว x Sx  

บทต้ังท่ี 3.7 (Iiduka และ Takahashi, 2005) ถ้า :B C H การส่งทางเดียวแบบเข้มผกผัน สําหรับค่า 
แล้ว :I B C H   เป็นการส่งแบบไม่ขยาย  เม่ือ  (0,2 )a   นั่นคือ ( , ) ( )Cu VI C B u P u Bu     

 
4. ผลการวิจัย 
 

ทฤษฎีบทท่ี 4.1 กําหนดให้ C และ  Q  เป็นเซตย่อยคอนเวกซ์แบบปิดท่ีไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิฮิลเบิร์ตจริง 1H  
และ 2H  ตามลําดับ ให้ 1 2:A H H  เป็นการส่งเชิงเส้นแบบมีขอบเขต  ให้ 1:B C H  การส่งทางเดียวแบบเข้ม

ผกผันสําหรับค่า  และ : ( )S C K C  เป็นการส่งหลายค่าดัดแปลงสําหรับค่า   กําหนดให้ 1 :F C C  �  และ 

2 :F Q Q  �  เป็นการส่งแบบฟังก์ชันคู่ ท่ีสอดคล้องกับสมมุติฐานที่ 3.4.1-3.4.4 และ 2F  เป็นการส่งกึ่งต่อเนื่องบน

อาร์กิวเมนต์ท่ี 1 สมมุติให้การส่งหลายค่าดัดแปลง S  สอดคล้องเงื่อนไข (A) และ  ( ) ( , )F S VI C B     
เม่ือ 1{ : ( )z C z EP F     2, ( )}Az EP F  ให้  1x C  และ  

1 2

1

*

1

( ( ) ) ,

( ) ,

(1 ) , ,

(1 ) , ,

n n

F F
n r r n

n C n n

n n n n n n n

n n n n n n n

u T I A I T A x

v P I B u

y x w w Sv

x x z z Sy n





 
 

  

 

   
     �

           (1) 

เม่ือ (0,1/ )L   ท่ีซ่ึง L  คือรัศมีสเปกตรัมของ *A A  โดยท่ี *A  ผูกพันของ A   และ (0, 2 )n a  สมมุติให้ลําดับ 
{ }nx  ท่ีสร้างข้ึน สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้  
   4.1.1  { } (0,1)n   และ lim lim0 inf sup 1;n nn n

 
 

    

   4.1.2 { } (0,1)n   และ lim lim0 inf sup 1;n n
n n

 
 

    

   4.1.3 { } (0, ),0 liminfn n
n

r r


    

  4.1.4 lim 0nn
 


   และ 2a   

แล้วจะได้ว่า ลําดับ { }nx  ท่ีสร้างข้ึนตามสมการ (1) จะลู่เข้าอย่างอ่อนไปสู่ค่า p โดยท่ี p     

พิสูจน์  เนื่องจาก  2

n

F
rI T  เป็นการส่งทางเดียวแบบเข้มผกผัน สําหรับค่า 1 จะเห็นได้ว่า 

2 2 2 2* * 2 * *
1( ) ( ) , ( ) ( ) , ,

n n n n

F F F F
r r r rA I T Ax A I T Ay L x y A I T Ax A I T Ay x y H          ‖ ‖

 จึงสรุปว่า 2*( )
n

F
rI A I T A   เป็นการส่งแบบไม่ขยาย เม่ือ  1

(0, )
L

   

การพิสูจน์ท้ังหมดจะแบ่งเป็น 6 ขั้นตอนดังน้ี  

ขั้นตอนท่ี 1  ต้องการแสดงว่า lim nn
x q


‖ ‖ หาค่าได้  

โดยเริ่มพิจารณาค่า nu q‖ ‖  และ nv q‖ ‖ ดังน้ี  สมมุติให้ q  แล้ว 2*( ( ) )
n

F
rq I A I T A q    จะได้ว่า 
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 1 2 1 2* *( ( ) ) ( ( ) )
n n n n

F F F F
n r r n r r nu q T I A I T A x T I A I T A q x q         ‖ ‖‖ ‖‖ ‖                           (2)  

เนื่องจาก 1( , )q VI C B  นั่นคือ 
1
( )C nq P I B q   และ 

1CP  และ ( )nI B เป็นการส่งแบบไม่ขยาย จะได้ว่า 

( ) ( )n n n n nv q I B u I B q u q       ‖ ‖                   

พิจารณา ค่า nw q‖ ‖, ny q‖ ‖, nz q‖ ‖  และ 1nx q ‖ ‖ตามลําดับ ดังน้ี 

( , )n n n n nw q H Sv Sq v q u q x q       ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖                                                                (3)             

(1 ) (1 )n n n n n n n n n ny q x q w qq x q x q x              ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖               (4)                      

( , )n n n nz q H Sy Sq y q x q     ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖                                  (5)                         

1 (1 ) (1 )n n n n n n n n n nx q x q z q x q x q x q               ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖   (6) 

เนื่องจากอสมการ  (6)  หมายความว่า  nx q‖ ‖  เป็นลําดับลดและมีขอบเขตล่าง จึงสรุปว่า  lim n
n

x q


‖ ‖ หาค่าได้  

ขั้นตอนท่ี 2 แสดงว่า  lim 0n n
n

u x


 ‖ ‖  โดยเริ่มพิจารณาจาก nu q‖ ‖ ดังน้ี 

22 2 2 2

n

F
n n n r nu q x q L Ax T Ax    ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

                 2 2 22 ( ) ( ) ( ),
n n n

F F F
n n r n n r n n r nA q x Ax T Ax Ax T Ax Ax T Ax          

               22 2( 1)
n

F
n n r nx q L Ax T Ax     ‖ ‖ ‖ ‖  

แล้วจะได้ว่า  
22 2 2 2 2

1 (1 ) ( 1)
n

F
n n n n n n n r nx q x q z q x q L Ax T Ax              ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

ดังน้ันจะได้ว่า   2 2 2 2
1( 1)

n

F
n r n n nL Ax T Ax x q x q        ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖          

เนื่องจากค่า ( 1) 0L     และ lim n
n

x q


‖ ‖ หาค่าได้ จึงสรุปได้ว่า  2lim 0
n

F
n r n

n
Ax T Ax


 ‖ ‖               (7)                          

เนื่องจาก 1

n

F
rT  เป็นการส่งแบบไม่ขยายแบบ firmly และ 2*( )

n

F
rI A I T A   เป็นการส่งแบบไม่ขยายด้วยคือ 

22 2 2 2 2 * 21
( ( )

2
{

n

F
n n n n n r nu q u q x q u x A I T Ax        ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

                   2*2 , ( ) )}
n

F
n n r nu x A I T Ax      

โดยอสมการ (2) จะได้ว่า  
22 2 2 *

1 2 ( )
n

F
n n n n n n r nu x x q x q M A I T Ax       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖,  sup :n nM u x n  �     

เนื่องจากเงื่อนไข 4.1.1, (7), และจากขั้นตอนท่ี 1  จึงสรุปว่า lim 0n nn
u x


 ‖ ‖                                             (8) 

ขั้นตอนท่ี 3 แสดงว่า ค่าลิมิต  lim 0n nn
v u


 ‖ ‖  เนื่องจาก  q  นั่นคือ ( )C nq P I B q   โดยเร่ิมพิจารณา 

ค่า 2
nv q‖ ‖ , 2

ny q‖ ‖ และ 2
1nx q ‖ ‖ ดังต่อไปนี้ 

 22 ( ) ( )n n nn I B u Iv q B q    ‖ ‖  

               2 22( 2 )n n n nu q b Bu Bq       

               2 22( 2 )n n n nx q b Bu Bq       
2 2 2(1 )n n n n ny q x q w q      ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

                2 2(1 )n n n nx q v q     ‖ ‖ ‖ ‖  

                 2 22 2(1 ) ( 2 )n n n n n n nx q x q b Bu Bq          ‖ ‖  

                22 2(1 )( 2 )n n n n nx q b Bu Bq       ‖ ‖  
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 2 2 2

1 (1 )n n n n nx x qq qz            

     2 2
(1 )n n n nx q y q       

      2 22 2(1 ) (1 )( 2 )n n n n n n n nx q x q b Bu Bq            ‖ ‖  

และจะได้ว่า  2 2 2

1(1 )(1 ) (2 )n n n n n n nb Bu Bq x q x q              

เนื่องจากเงื่อนไข 4.1.1-4.1.2, 4.1.4 และจากขั้นตอนท่ี 1 จึงสรุปว่า lim 0nn
Bu Bq


          (9)                         

   ต่อไป จะพิจารณาค่า nv q‖ ‖, ny q‖ ‖ และ 1nx q ‖ ‖ เพ่ือนําไปสรุปค่าของ n nu v‖ ‖ ดังน้ี 

         
1 1

22 ( ) ( )nn C n C nP I B u P Iq B qv     ‖ ‖  

                         2 2 2 221
2

2 n n n n n n nn nn u v Bu Bq Bu Bqu q q vv u           

ดังน้ัน  2 22 2n n n n nn n nv q u v Bu Bq q u vx       ‖ ‖  

และ    2 2 2(1 )n n n n ny q x q v q      ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

                         22 (1 ) 2 (1 )n n n n n n n n nx q u v Bu Bq u v          ‖ ‖   (10) 
โดย อสมการ (10) จะได้ว่า 

          2 2 2

1 (1 )n n n n nx x qq y q        

                          2 2
(1 )(1 ) 2 (1 )(1 )n n n n n n n n n n nx q u v Bu Bq u v                

ดังน้ัน 2 2 2

1(1 )(1 ) 2 (1 )(1 )n n n n n n n n n n n nu v x q x q Bu Bq u v                 

เนื่องจากเงื่อนไข 4.1.1-4.1.2, 4.1.4, (9) และจากขั้นตอนท่ี 1 จึงสรุปว่า   lim 0n nn
u v


 ‖ ‖                          (11) 

นอกจากนี้ เนื่องจาก (8),(11) และอสมการ n n n n n nv x v u u x    ‖ ‖‖ ‖ ‖ ‖ จึงสรุปว่า lim 0n nn
v x


 ‖ ‖ (12) 

ขั้นตอนท่ี 4 แสดงว่าค่า  lim 0n nn
w v


 ‖ ‖  โดยเริ่มพิจารณา ny q‖ ‖, 1nx q ‖ ‖และบทตั้งท่ี 3.2 (3.2.3)  ดังน้ี 

2 2 2 2

2 2

(1 ) (1 )

(1 )

n n n n n n n n n

n n n n n

y q x q x q x w

x q x w

   

 

        

    

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
 

โดยอสมการ (5) จะได้ว่า  
2 2 2 2

1

2 2

(1 ){ (1 ) }

(1

 

)

n n n n n n n n n

n n n n n

x q x q x q x w

x q x w

   

 
         

    

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
 

นั่นคือ  2 2 2
11  ( )n n n n n nx w x q x q       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

และเน่ืองจากเงื่อนไข 4.1.2  และ จากขั้นตอนท่ี 1 จึงสรุปว่า   lim 0n nn
w x


 ‖ ‖                                         (13)  

เนื่องจาก (8), (11) และ (12) และอสมการ n n n n n n n nw v w x x u u v      ‖ ‖‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ จึงสรุปว่า  

                                   lim 0n nn
w v


 ‖ ‖                                                        (14) 

ขั้นตอนท่ี 5 แสดงว่า 1( ) { : ,{ } { }}
i iw n n n nx x H x x x x    �  ซ่ึงจะแบ่งเป็นข้ันตอนย่อยดังนี้ 

5.1 ต้องการแสดงว่า ( )p F S  โดยเริ่มจาก { }nx  มีขอบเขตและ 1H  เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ตแบบสะท้อน จึงได้ว่า 
( )w nx   สมมุติให้ ( )w np x  แล้วจะมีลําดับย่อย { } { }

in nx x p �  เนื่องจากสมการ (12) แล้วจะได้อีกว่า 
{ } { }

in nv v p �  เม่ือ i   ดังน้ัน โดยบทต้ังท่ี 3.6 และ (14) จะได้ว่า ( )p F S  

5.2  ต้องการแสดงว่า ( , )p VI C B  โดยเริ่มจากพิจารณา ( )n C nu P I B u  ดังน้ี 
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 เนื่องจาก (11) จะได้ว่า ( ) 0n n n C n nu v u P I B u      และ 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

n C n n C n n C n n C n

n C n n n n

u P I B u u P I B u P I B u P I B u

u P I B u Bu

   

  

        

    
 

เพ ราะว่ า เงื่ อ น ไข  4.1.4 จะ ได้ ว่ า lim ( ) 0n C nn
u P I B u


    และ เนื่ อ งจ ากบทตั้ ง ท่ี  3.7, 

inx p�  และ 

lim 0n nn
x u


   จะได้ว่า nu p�  ดังน้ัน ( )Cp P I B p    จึงสรุปว่า ( , )p VI C B  

5.3 ต้องการแสดงว่า p  นั่นหมายความว่า ต้องพิสูจน์ 1( )p EP F  และ 2( )Ap EP F  โดยเริ่มจาก 

การพิจารณา 1 2*( ( ) )
n n

F F
n r r nu T I A I T A x     จะได้ว่า 

2*
1

1 1
( , ) , , ( ) ) 0, 

n

F
n n n n n r n

n n

F u y y u u x y u A I T A x y C
r r

              

 จากสมมุติฐาน 3.2.4 จึงสรุปได้ว่า  

2*
1

1 1
, , ( ) ) ( , ), 

i i i i n i ii

i i

F
n n n n r n n

n n

y u u x y u A I T A x F y u y C
r r

             

เนื่องจาก (8) จะได้ว่า 
inu p�  และเพราะว่าเงื่อนไข  4.1.2, 3.4.2 และ (7) จึงได้ว่า 1( , ) 0, F y p y C    

ถ้ากําหนดให้ (1 ) , (0,1],ty ty t p C t y C        แล้ว จะได้  1( , ) 0tF y p   

จาก 3.4.1-3.4.4 ดังน้ัน    1 1 11 ( , ) (1 ) ( , ) ( , )0 , [ ]t t tt t tF y y t F y p t FF y yy y     และ  1( , ) 0tF y y   

เม่ือพิจารณาให้ 0t   และเน่ืองจาก 3.4.4 ซ่ึงหมายความคือ 1( , ) 0F p y   จึงสรุปได้ว่า 1( )p EP F  

เนื่องจาก 
inAx Ap�  และ  (7)  จะได้ว่า  2

n ii

F
r nT Ax Ap�  เม่ือ i   จึงนําไปสู่การได้อสมการดังต่อไปนี้ 

2 2 2
2

1
( , ) , 0, 

n i n i n i ii i i

i

F F F
r n r n r n n

n

F T Ax y y T Ax T Ax Ax y C
r

         

เนื่องจาก 2F  เป็นการส่งกึ่งต่อเนื่องบนอาร์กิวเมนต์ท่ี 1 และ 2

n ii

F
r nT Ax Ap�  แล้ว 2 ( , ) 0, F Ap y y C     

ซ่ึงหมายความคือ 2( )Ap EP F  จึงสามารถสรุปได้ว่า p  ดังน้ัน p  
ขั้นตอนที่ 6 ต้องการแสดงว่า  ( )w nx  มีเพียงจุดเดียวเท่านั้น โดยการพิสูจน์นั้นต้องสมมุติให้ , ( )w np q x  และ 
{ },{ } { }

k mn n nx x x  ท่ีซ่ึง 
knx p� , 

mnx q�  เนื่องจาก (12) จะได้ว่า 
knv p� , 

mnv q�   ตามลําดับ  
โดยบทต้ังท่ี 3.6 และ (14)  จะได้ว่า , ( )p q F S   และเนื่องจากบทต้ังท่ี 3.4 จะได้ p q  ซ่ึงหมายความว่า ลําดับ 
{ }nx  ท่ีสร้างข้ึนตาม (1) จะลู่เข้าอย่างอ่อนไปสู่ค่า ( )w np x   โดยท่ีเซต ( )w nx  มีสมาชิกเพียงค่าเดียวเท่านั้น  
 
4. บทสรุป 
 

ผลงานวิจัยเร่ืองนี้ได้สร้างกระบวนการทําซํ้า เพ่ือหาผลเฉลยร่วมของปัญหาดุลยภาพแบบ spilt  ปัญหาอสมการการ

แปรผัน และผลเฉลยของปัญหาจุดตรึงของการส่งหลายค่า ในปริภูมิฮิลเบิร์ต ซ่ึงได้แนวคิดจาก ทฤษฎีบทของ Zhao, J., 
Liang, Y., Liu, Y. Cho, Y.J. (2018),   Suantai และคณะ (2016) และ Kazmi และคณะ (2013) แนวทางการทําวิจัยต่อไป

คือ จะศึกษาผลเฉลยร่วมของปัญหาดังกล่าวในปริภูมิบานาคต่อไป และ ศึกษาปัญหาอ่ืนๆ ท่ีน่าสนใจในปริภูมิฮิลเบิร์ต  
 
5. กิตติกรรมประกาศ 
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