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บทคัดยอ 

 

งานวิจัยน้ี ไดเสนอและศึกษากระบวนการทําซํ้าแบบ Ishikawa เพื่อที่จะหาผลเฉลยรวมของปญหาดุลยภาพแบบ split 

และปญหาจุดตรึงของการสงหลายคาดัดแปลงสําหรับคา   ในปริภูมิฮิลเบิรตจริง และไดศึกษาการลูเขาแบบออนของลําดับที่

สรางจากกระบวนการทําซํ้าแบบ Ishikawa ไปสูผลเฉลยรวมของทั้งสองปญหาขางตน  

 

คําสําคัญ: กระบวนการทําซํ้าแบบ Ishikawa  ปญหาดุลยภาพแบบ split  ปญหาจุดตรึง 

 

Abstract 

 

In this paper, we introduce and study Ishikawa iteration for solving split equilibrium problems and 

fixed point problems of  -hybrid multivalued mappings in real Hilbert spaces and prove that the proposed 

iterative algorithm converges weakly to a common solution of the considered problems 

 

Keywords: Ishikawa iteration, split equilibrium problems, fixed point problems 

 

1. บทนํา  

 

การศึกษาเก่ียวกับปญหาดุลยภาพ (Equilibrium Problems)  ถือไดวาเปนปญหาที่สําคัญในดานเศรษฐศาสตร 

วิทยาศาสตร หรือแมกระทั่งในทางวิศวกรรมศาสตรก็ตาม โดยปญหาดุลยภาพเปนการศึกษาปญหา ดังตอไปน้ี กําหนดให H  

เปนปริภูมิฮิลเบิรตจริง กับ inner product ·,·   และ induced norm ·‖‖ กําหนดให C  เปนเซตยอยคอนเวกซแบบปด ที่

ไมเปนเซตวาง ของปริภูมิฮิลเบิรตจริง และกําหนดให การสง :F C C   เปนการสงไบฟงกชัน ผลเฉลยของปญหา

ดุลยภาพก็คือการหาสมาชิก x C  ที่สอดคลองกับอสมการตอไปน้ี   

( , ) 0,F x y y C    
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 องคความรูใหมที่ไดจาก ปญหาดังกลาวน้ันเปนแบบจําลองพื้นฐาน และเปนเครื่องมือที่สําคัญในการศึกษาเก่ียวกับ

ทั้งปญหาเชิงเสน และไมเชิงเสน (linear and nonlinear problems) อยางเชนทางดาน กลศาสตร (mechanics) ฟสิกส 

(physics) การหาคาเหมาะที่สุด และการควบคุม (optimization and control) การเงิน (finance)  เครือขาย (network) 

ทฤษฎีเกมส (game theory) เศรษฐศาสตรและการเคล่ือนยายเชิงดุลยภาพ (economics and transportation 

equilibrium) วิทยาศาสตรเชิงวิศวกรรมศาสตร (engineering science) เปนตน ( Blum, Oettli, 1994) และ  

(Combettes, Hirstoaga, 2005) 

ในป 2005  Censor และ Elfving (2005) เปนนักวิจัยกลุมแรกที่ไดศึกษาปญหาที่เรียกวา split feasibility 

problem ( )SEP ในปริภูมิฮิลเบิรตที่มีมิติจํากัด โดยกําหนดให C และ  Q  เปนเซตยอยคอนเวกซแบบปด ที่ไมเปนเซตวาง 

ของปริภูมิฮิลเบิรต 1H  และ 2H  ตามลําดับ  ให 1 2:A H H  เปนการสงเชิงเสนแบบมีขอบเขต แลวผลเฉลยของ

ปญหา split feasibility problem (SEP) คือการหาสมาชิก *x  ที่สอดคลองกับสมบัติตอไปน้ี   
* *,x C Ax Q   

ผลเฉลยของปญหา split feasibility problem สามารถนําไปประยุกตใชในการแกปญหา เรื่อง intensity-

modulated radiation therapy, signal processing และ image reconstruction (Censor et al., 2005) 

ตอมาในป 2013 Kazmi  และคณะ (2013) ไดนําปญหาดุลยภาพ และ split feasibility problem นํามาประยุกต

รวมกัน กลายเปนปญหาที่เรียกวา ปญหาดุลยภาพแบบ split (split equilibrium Problem) น่ันคือ: กําหนดให 

1 :F C C   และ 2 :F Q Q   เปนไบฟงกชันแบบไมเชิงเสน  กําหนดให 1 2:A H H  เปนการสงเชิง

เสนที่มีขอบเขต แลวการหาผลเฉลยปญหาดุลยภาพแบบ split คือ การหาสมาชิก *x C  ที่สอดคลองกับสมการตอไปน้ี 
*

1( , ) 0,F x x x C   โดยที่  * *y Ax Q   และ *y สอดคลองกับอสมการ *
2 ( , ) 0,F y y y Q    

ในงานวิจัยเรื่องน้ีจะใชวิธีการสรางกระบวนการทําซํ้าของจุดตรึง สําหรับการสงไมเชิงเสน มาประยุกตในการหาผล

เฉลยของปญหาดุลยภาพแบบ split  ปจจุบันทฤษฎีจุดตรึง (fixed point theory) นับวามีบทบาทสําคัญอยางมาก ตอการ

พัฒนา ความรูเก่ียวกับวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีสมัยใหมและนําไปประยุกตเพื่อแกปญหาตาง ๆ เชน ในทางเศรษฐศาสตรก็

นําทฤษฎีจุดตรึงไปใชในการหาจุดที่ทํากําไรสูงที่สุด หรือเพื่อหาจุดคุมทุน 

 โดยการศึกษาปญหาจุดตรึงสําหรับการสงแบบไมเชิงเสนเริ่มตนจาก  Banach (1922)  โดย กําหนดให ( , )X d
เปนปริภูมิเมตริกบริบูรณ  พบวาการสงแบบหดตัว (Contraction mapping) จะมีจุดตรึงเพียงจุดเดียว และ สามารถสราง

กระบวนการทําซํ้า เพื่อหาผลเฉลยของจุดตรึง เรียกวา กระบวนการทําซํ้าแบบ Picard นิยามโดย  

                                                 1 ( ), 1n nx T x n    

ตอมาป 1953  Mann (1953)  เสนอกระบวนการทําซํ้าแบบเฉล่ียคา ซ่ึงสามารถแกไขปญหาการไมลูเขาของ

กระบวนการทําซํ้าแบบ Picard ได  ซ่ึงสามารถใชสมาชิกตัวใดก็ไดที่อยูในโดเมนของการสงมาเปนคาเริ่มตน ซ่ึงปจจุบันเปนที่

รูจักกันทั่วไป คือ Mann’s iteration ดังตอไปน้ีให C  เซตยอย คอนเวกซแบบปดที่ไมเปนเซตวางของปริภูมิ และ 

:T C C  ให { },{ } [0,1]n n    และนิยามลําดับ { }nx  ดังตอไปน้ี 

1

1 (1 ) , 1n n n n n

x C
x x Tx n 


   

 

ตอมาในป 1974 Ishikawa (1974) ไดสรางกระบวนการทําซํ้าที่เปนการวางนัยทั่วไปมากกวาของ Mann (1953) ซ่ึง

รูจักกันดีในชื่อวา Ishikawa’s iteration  ดังตอไปน้ี  

0

1

(1 ) ,
(1 ) , 0,

n n n n n

n n n n n

x C
y x Tx
x x Ty n

 
 



  

   
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2.วัตถุประสงคในการวิจัย 

 

2.1 เพื่อศึกษาการลูเขาอยางออนของลําดับที่สรางจากกระบวนการทําซํ้าแบบ อิชิกาวาบนปริภูมิฮิลเบิรต 

2.2 เพื่อหาผลเฉลยรวมของปญหาจุดตรึงสําหรับการสงแบบหลายคาและปญหาดุลภาพแบบ split บนปริภูมิฮิลเบิรต 

 

3.เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 

กําหนดให ( )CB C  เปนวงศของเซตยอยมีขอบเขตแบบปดที่ไมเปนเซตวางของ C  และ ( )K C  เปนเซตยอย

กระชับที่ไมเปนเซตวางของ C  และระยะทางของเฮาสดอฟฟ (The Hausdorff metric  ( ) )บนเซต ( )CB C  นิยามโดย  

( , ) : max{sup ( , ),sup ( , )}, , ( )
x A y B

A B dist x B dist y A A B CB C
 

    

กําหนดให การสง : 2CS C   เปนการสงหลายคา  จะกลาววา x C  เปนจุดตรึงของเซต S  ถา x Sx   

บทนิยามที่ 3.1 กําหนดให : 2CS C   เปนการสงหลายคา จะกลาววา S  เปน   

(i) การสงแบบไมขยาย ถาสอดคลองกับอสมการตอไปน้ี 

( , ) , ,Sx Sy x y x y C   ‖ ‖  

(ii) การสงแบบก่ึงไมขยาย  ถาสอดคลองกับอสมการตอไปน้ี 

( , ) , , ( )Sx Sp x p x C p F S      ‖ ‖  

(iii)  การสงแบบ nonspreading ถาสอดคลองกับอสมการตอไปน้ี 

2 2 22 ( , ) ( , ) ( , ) , ,Sx Sy dist y Sx dist x Sy x y C     

(iv) การสงแบบดัดแปลงสําหรับคา  (lambda) ถามี   และสอดคลองกับอสมการตอไปน้ี 

2 2 2 2(1 ) ( , ) (1 ) ( , ) ( , ) , ,Sx Sp x y dist y Sx dist x Sy x y C           ‖ ‖  

 จะเห็นวา การสงแบบดัดแปลงสําหรับคา 0  ก็คือการสงแบบไมขยาย และการสงแบบดัดแปลงสําหรับคา 1  คือ 

การสงแบบ  nonspreading เน่ืองจากงานวิจัยทําใหทราบวาถา S เปนการสงแบบดัดแปลง สําหรับคา   แลวเซต ( )F S  

เปนเซตปด นอกจากน้ีถาการสง S  ซ่ึงสอดคลองกับเงื่อนไขวา { }, ( )Sp p p F S    แลว ( )F S  เปนเซตคอนเวกซ 

บทตั้งที่ 3.2 (Takahashi et al., 2005) กําหนดให 1H  เปนปริภูมิฮิลเบิรต แลวจะมีสมบัติตอไปน้ี 

3.2.1  2 2 2
12 , , , ;x y x y x y y x y H        ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

3.2.2  2 2
12 , , , ;x y x y x y x y H       ‖ ‖ ‖ ‖  

3.2.3  2 2 2 2
1(1 ) (1 ) (1 ) , [0,1] , ;tx t y t x t y t t x y t x y H           ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

3.2.4   ถาลําดับ 1 1{ }n nx H
   เปนลําดับที่ลูเขาแบบออน ไปสูคา 1,z H  แลวจะไดวา  

2 2 2
1sup slim li p ,m un n

n n
x y x z z y y H

 
      ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

การสง :T C H  เรียกวาการสงทางเดียวแบบเขมผกผันสําหรับคา   ถามีจํานวนจริงบวก   ที่สอดคลอง

กับอสมการ 
2, , ,x y Tx Ty Tx Ty x y C       

และสําหรับคา (0, 2 ]   จะเห็นวาการสง I T  เปนการสงแบบไมขยายคาเดียว น่ันคือ 

( ) ( ) , ,I T x I T y x y x y C         
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บทตั้งที่ 3.3 (Opial, 1967) ให E  เปนปริภูมิบานาค จะกลาววา E  สอดคลองเงื่อนไข opial ถาลําดับ 

{ }nx E  และ nx x  แลว lim limsup sup , ,n nx x x y y E x y    ‖ ‖  

บทตั้งที่ 3.4 (Suantai, 2005) ให E เปนปริภูมิบานาคสอดคลองกับเงื่อนไข Opial และลําดับ { }nx E  ให 

, ,u v E  lim nn
x u


‖ ‖ และ lim nn

x v


‖ ‖ หาคาได  ถา { },{ }
k kn mx x  เปนลําดับยอยของ { }nx  ลูเขาอยางออน

สูคา u  และ v  ตามลําดับ แลวจะไดวา u v  

สําหรับการหาผลเฉลยของปญหาดุลยภาพ จําเปนตองตั้งสมมุติฐานโดย ให 1 :F C C   เปนไบฟงกชันที่

สอดคลองกับเงื่อนไขตอไปน้ี 

3.4.1  1( , ) 0F x x   สําหรับ ;x C  

3.4.2 1F  เปนการสงแบบทางเดียว น่ันคือ 1 1( , ) ( , ) 0 , ;F x y F y x x y C      

3.4.3  สําหรับ , , ,x y z C  จะไดวา 1 10
lim ( (1 ) , ) ( , );
t

F tz t x y F x y


    

3.4.4  สําหรับ 1, ( , )x C y F x y   เปนการสงคอนเวกซ และการสงก่ึงตอเน่ืองลาง และ 

  1
1( , ) , 0x xF z y y z z x
r
      

บทตั้งที่ 3.5 (Suantai et al., 2016) ให C  เปนเซตยอยคอนเวกซแบบปดที่ไมเปนเซตวางของปริภูมิฮิลเบิรต 

จริง 1H  และ 1 :F C C   เปนไบฟงกชันสอดคลองกับเงื่อนไข 3.4.1-3.4.4 สําหรับ 0r   และ 1x H  จะนิยาม 

1
1:F

rT H C  โดย  1
1 1

1( ) : ( , ) , 0, ,{ }F
rT x z C F z y y z z x y C x H

r
             จึงสรุปไดวา  

3.5.1  สําหรับสมาชิก  1,x H   1F
rT   

3.5.2  1F
rT  ปนการสงแบบคาเดียว 

3.5.3 1F
rT เปนการสงไมขยายแบบ firmly น่ันคือ 1 1 1 12

1, , ,F F F F
r r r rT x T y T x T y x y x y H       ‖ ‖  

3.5.4  1
1( ) ( )F

rF T EP F  

3.5.5 1( )EP F   เปนคอนเวกซแบบปด   

นอกจากน้ีให 2 :F Q Q   สอดคลองกับสมมุติฐานสําหรับ 0s  และ 2w H  นิยามการสง 2
2:F

sT H Q  

โดย  2
1( ) : ( , ) , 0,{ }F

sT v w Q F w d d w w v d Q
r

           จึงสรุปไดวา  

3.5.6 สําหรับสมาชิก  2 ,x H   2
s
FT    

3.5.7  2F
sT  ปนการสงแบบคาเดียว 

3.5.8 2
s
FT เปนการสงไมขยายแบบ firmly น่ันคือ 2 2 2 22

2, , ,s s s s
F F F FT x T y T x T y x y x y H       ‖ ‖  

3.5.9 2
2( ) ( )s

FF T EP F  

3.5.10 2( )EP F   เปนคอนเวกซแบบปด   

ขอสังเกต เงื่อนไข (A) กําหนดใหปริภูมิฮิลเบิรตจริง H  และ C H  การสงหลายคา : ( )S C CB C  จะ

กลาววา การสง S  สอดคลองเงื่อนไข (A) ถา ( , ),x p d x Sp x H  ‖ ‖  และ ( )p F S จะเห็นวา S  สอดคลอง

กับเงื่อนไข (A) ก็ตอเม่ือ { }Sp p  สําหรับ ( )p F S  เปนที่ทราบวาการดําเนินการที่ประมาณคาที่ดีที่สุด SP  โดยที่ 

{ : ( , )}SP x y Sx y x d x Sx   ‖ ‖  และสอดคลองกับเงื่อนไข (A) 

บทตั้งที่ 3.6 (Suantai et al., 2015) กําหนดให C  เปนเซตยอยคอนเวกซแบบปดที่ไมเปนเซตวางของปริภูมิ  

ฮิลเบิรตจริง H และ : ( )S C K C  เปนการสงหลายคาดัดแปลงสําหรับคา   ถาลําดับ { }nx C  ที่ซ่ึง nx x  

และ n ny Sx  เม่ือ 0n nx y   แลว x Sx  
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4. ผลการวิจัย 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.1 กําหนดให C และ  Q  เปนเซตยอยคอนเวกซแบบปดที่ไมเปนเซตวางของปริภูมิฮิลเบิรตจริง 1H  

และ 2H  ตามลําดับ ให 1 2:A H H  เปนการสงเชิงเสนแบบมีขอบเขต และ : ( )S C K C  เปนการสงหลายคา

ดัดแปลงสําหรับคา   กําหนดให 1 :F C C   และ 2 :F Q Q   เปนการสงแบบไบฟงกชันที่สอดคลองกับ

สมมุติฐานที่ 3.4.1-3.4.4 และ 2F  เปนการสงก่ึงตอเน่ืองบนอารกิวเมนตที่ 1  สมมุติให S  สอดคลองเงื่อนไข (A) และ  

( )F S     เม่ือ 1 2{ : ( ( },) )z C z EP F Az EP F      ให  1x C  และ  
1 2*

1

( ( ) ) ,

(1 )
,

, ,
(1 ) ,

n n

F F
n r r n

n n n n n n n

n n n n n n n

u T I A I T A x

y x w w Su
x x z z Sy n



 
 

  

   
     

           (1) 

เม่ือ (0,1/ )L   ที่ซ่ึง L  คือรัศมีสเปกตรัมของ *A A  โดยที่ *A  ผูกพันของ A  สมมุติใหลําดับ { }nx  ที่สรางขึ้น 

สอดคลองกับเงื่อนไขตอไปน้ี  

   4.1.1  { } (0,1)n   และ lim lim0 inf sup 1;n nn n
 

 
    

   4.1.2 { } (0,1)n   และ lim lim0 inf sup 1;n nn n
 

 
    

   4.1.3 { } (0, ),0 liminfn nn
r r


    

แลวจะไดวา ลําดับ { }nx  ที่สรางขึ้นตามสมการ (1) จะลูเขาอยางออนไปสูคา p โดยที่ p     

พิสูจน  กอนที่จะเริ่มการพิสูจน ตองแสดงวา 2*( )
n

F
rA I T A  เปนการสงแบบทางเดียวแบบเขมผกผันกอน สําหรับคา 

1
L

 

เน่ืองจาก 2

n

F
rT  เปนการสงไมขยายแบบ firmly และ 2

n

F
rI T  เปนการสงทางเดียวแบบเขมผกผัน สําหรับคา 1 จะเห็นไดวา 

2 2 2 2* * 2 * *
1( ) ( ) , ( ) ( ) , ,

n n n n

F F F F
r r r rA I T Ax A I T Ay L x y A I T Ax A I T Ay x y H          ‖ ‖

แลวจะไดวา  2*( )
n

F
rA I T A  เปนการสงแบบทางเดียวแบบเขมผกผัน สําหรับคา 

1
L

 นอกจากน้ี เม่ือ  
1(0, )
L

    

จึงสรุปวา 2*( )
n

F
rI A I T A   เปนการสงแบบไมขยายอีกดวย 

การพิสูจนทั้งหมดจะแบงเปน 5 ขั้นตอนดังน้ี  

ข้ันตอนที่ 1  ตองการแสดงวา lim nn
x q


‖ ‖ หาคาได 

สมมุติให q  แลว 1

n

F
rq T q และ 2*( ( ) )

n

F
rq I A I T A q    ดังน้ัน 

1 2 1 2* *( ( ) ) ( ( ) )
n n n n

F F F F
n r r n r r nu q T I A I T A x T I A I T A q x q         ‖ ‖‖ ‖‖ ‖   (2) 

เน่ืองจากสมการ (1) จะพิจารณาระยะทางระหวาง ลําดับ { }nw  และ q  ดังน้ี 

dist( , ) ( , )n n n n nw q w Sq H Su Sq u q x q      ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖       (3)            

และตอไปจะพิจารณาระยะทางระหวาง ลําดับ { }ny  กับ q   และ ลําดับ { }nz  กับ q  คือ  

(1 )n nn n n ny x x qq q x q       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖        

dist( , ) ( , )n n n n nz q z Sq H Sy Sq y q x q      ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖                                                      (4) 

เน่ืองจากสมการ (3) และ (4) จะไดวา   

1 (1 )n n n n n nx q x q x q x q        ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖     (5) 

เน่ืองจากสมการ  (5)  น่ันคือลําดับ  nx q‖ ‖  เปนลําดับลดและมีขอบเขตลางจึงสรุปวา  lim nn
x q


‖ ‖ หาคาได  
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ข้ันตอนที่ 2 แสดงวา คาลิมิต  lim 0n nn
w z


 ‖ ‖  

เน่ืองจากบทตั้งที ่3.2 (3.2.3) และอสมการ (3), (4) และการสง S  สอดคลองกับเงื่อนไข (A)  จะไดวา 
2 2 2 2

1

2 2

(1 ) (1 )

(1 )
n n n n n n n n n

n n n n n

x q x q z q w z

x q w z

   

 
         

    

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
 

น่ันคือ 2 2 2
1(1 )n n n n n nw z x q x q       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

เน่ืองจากเงื่อนไข 4.1.1 และ lim nn
x q


‖ ‖ หาคาได จึงสรุปวา  

lim 0n nn
w z


 ‖ ‖          (6) 

 

ข้ันตอนที่ 3 แสดงวาคาลิมิต  lim 0n nn
u x


 ‖ ‖  และ lim 0n nn

w u


 ‖ ‖  

การพิสูจนในขั้นตอนที่ 3 จะเริ่มพิจารณาจาก 
2

2

2 2 2

2

2 * 2

2 2 2

2 2

( ( ) )

2 ( ) ( ) ( ),

( 1)

n

n

n n n

n

F
n r n

F
n n r n

F F F
n n r n n r n n r n

F
n n r n

u q I A I T A x q

x q L Ax T Ax

A q x Ax T Ax Ax T Ax Ax T Ax

x q L Ax T Ax







 

    

   

        

    

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

 

แลวจะไดวา  

2

2 2 2
1

2 2

(1 )

( 1)
n

n n n n n
F

n n r n

x q x q z q

x q L Ax T Ax

 

 
      

    

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
 

ดังน้ันจะไดวา   2 2 2 2
1( 1)

n

F
n r n n nL Ax T Ax x q x q        ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖          

เน่ืองจากคา ( 1) 0L     และ lim nn
x q


‖ ‖ หาคาไดจึงแสดงไดวา   

                                        2lim 0
n

F
n r nn

Ax T Ax


 ‖ ‖                                                      (7) 

เน่ืองจาก 1

n

F
rT  เปนการสงแบบไมขยายแบบ firmly และ 2*( )

n

F
rI A I T A   เปนการสงแบบไมขยายดวยคือ 

1 2 1 2

2 2

2 * *

2 2

2 2 * 2 *

( ( ) ) , ( ( ) )

1
2

( ( ) 2 , ( ) )

{
}

n n n n

n n

F F F F
n r r n r r n

n n

F F
n n r n n n r n

u q T I A I T A x T q I A I T A x q

u q x q

u x A I T Ax u x A I T Ax

 

 

         

   

        

‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

 

แลวจะไดวา  
22 2 2 *2 ( )

n

F
n n n n n n r nu q x q u x u x A I T Ax       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖ 

เน่ืองจากอสมการ (3) และ (4) จึงได  
22 2 2 * 2

1 { 2 ( ) } (1 )
n

F
n n n n n n n r n n nx q x q u x u x A I T Ax x q             ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖ ‖ ‖  

ดังน้ันจะได  22 2 2 *
1 2 ( )

n

F
n n n n n n r nu x x q x q M A I T Ax       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 

เม่ือ  sup :n nM u x n    เน่ืองจากเงื่อนไข 4.1.1,  (7) และ lim nn
x q


‖ ‖ หาคาไดจึงสรุปวา 

                                               lim 0n nn
u x


 ‖ ‖                                                (8) 

ตอไปจะพิสูจน lim 0n nn
w u


 ‖ ‖  โดยเริ่มพิจารณา   
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2 2 2 2

2 2

(1 ) (1 )

(1 )
n n n n n n n n n

n n n n n

y q x q x q x w

x q x w

   

 

        

    

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
 

เน่ืองจากอสมการ (3) และ (4) จะไดวา  
2 2 2 2

1

2 2

(1 ){ (1 ) }

(1

 

)
n n n n n n n n n

n n n n n

x q x q x q x w

x q x w

   

 
         

    

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
 

น่ันคือ  2 2 2
11  ( )n n n n n nx w x q x q       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

และเน่ืองจากเงื่อนไข 4.1.2  และ lim nn
x q


‖ ‖ หาคาไดจึงไดวา  

                                                          lim 0n nn
w x


 ‖ ‖                                              (9) 

จากสมการ (8), (9) และพิจารณาจาก n n n n n nw u w x x u    ‖ ‖‖ ‖ ‖ ‖ จึงสรุปวา  

                                   lim 0n nn
w u


 ‖ ‖                                              (10) 

 

ข้ันตอนที่ 4 แสดงวา 1( ) { : ,{ } { }}
i iw n n n nx x H x x x x      

เน่ืองจากลําดับ { }nx  เปนลําดับที่มีขอบเขตและ 1H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตแบบสะทอน จึงไดวา ( )w nx    

สมมุติให ( )w np x  แลวจะมีลําดับยอย { } { }
in nx x p   เน่ืองจาก (8) แลวจะไดอีกวา { } { }

in nw w p   

เม่ือ i   ดังน้ัน โดยบทตั้งที่ 3.6 และ สมการ (10) จะไดวา ( )p F S  

ขั้นตอนตอไป ตองแสดงวา 1( )p EP F  เน่ืองจาก 1 2*( ( ) )
n n

F F
n r r nu T I A I T A x     จะได 

2*
1

1 1( , ) , , ( ) ) 0, 
n

F
n n n n n r n

n n

F u y y u u x y u A I T A x y C
r r

              

   จากสมมุติฐาน 3.2.4 จึงสรุปวา  

2*
1 1

1 1, , ( ) ) ( , ) ( , ), 
n

F
n n n n r n n n

n n

y u u x y u A I T A x F u y F y u y C
r r

             

ดังน้ัน  

2*
1

1 1, , ( ) ) ( , ), 
i i i i n i ii

i i

F
n n n n r n n

n n

y u u x y u A I T A x F y u y C
r r

             

จาก (10) จะไดวา  ,
inu p  จากเงื่อนไข  4.1.2, (7) และ 3.4.2 จะไดอสมการวา 1( , ) 0, F y p y C    

กําหนดให (1 ) , (0,1],ty ty t p t y C       จะไดวา  ty C  และ 1( , ) 0tF y p   

จากสมมุติฐาน 3.4.1-3.4.4 ดังน้ัน    1 1 11 ( , ) (10 ) ( , ) ( , ) , [ ]t tt t ttF y y t F y p t F y yF y y      

จะไดวา  1( , ) 0, tF y y y C    ให 0t   จาก 3.4.4 จะได 1( , ) 0F p y   จึงสรุปวา 1( )p EP F  

เน่ืองจาก A  เปนการสงเชิงเสนที่มีขอบเขต และ 
inAx Ap  จาก (7) คือ  2

n ii

F
r nT Ax Ap  เม่ือ i   

โดยนิยามของ 2

n ii

F
r nT Ax  จะได  2 2 2

2
1( , ) , 0, 

n i n i n i ii i i
i

F F F
r n r n r n n

n

F T Ax y y T Ax T Ax Ax y C
r

         

เน่ืองจาก 2F  เปนการสงก่ึงตอเน่ืองบนอารกิวเมนตที่ 1 เพราะวา 2

n ii

F
r nT Ax Ap จะไดวา 2 ( , ) 0, F Ap y y C    

ซ่ึงแสดงวา 2( )Ap EP F  จึงสามารถสรุปไดวา p   
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ข้ันตอนที่ 5 แสดงวาลําดับ { }nx  และ { }nw  ลูเขาอยางออนไปสูคา p โดยที่ p     

มีเงื่อนไขที่จําเปนและเพียงพอที่จะสรุปวา ( )w nx  มีเพียงจุดเดียวเทาน้ัน โดยการพิสูจนน้ันตองสมมุติให 

, ( )w np q x  และ { },{ } { }
k mn n nx x x  ที่ซ่ึง 

knx p , 
mnx q  เน่ืองจากสมการ (8) จะไดวา 

knu p , 

mnu q  โดยบทตั้งที่ 3.6  จึงสรุปวา , ( )p q F S   สุดทายน้ีเน่ืองจากบทตั้งที่ 3.4 จึงสรุปไดวา p q  

 

4. บทสรุป 

 

ผลงานวิจัยเรื่องน้ีไดขยายผลของทฤษฎีบทของ Suantai และคณะ (2016) และ Kazmi และคณะ (2013) โดย

จุดประสงคหลักของงานวิจัยชิ้นน้ี คือการใชกระบวนการทําซํ้าแบบ Ishikawa เพื่อหาผลเฉลยรวมของปญหาดุลยภาพแบบ 

spilt และผลเฉลยของปญหาจุดตรึงของการสงหลายคาแบบดัดแปลงสําหรับคา   ภายใตเงื่อนไขที่นอยลง ที่เพียงพอตอการ

ลูเขาอยางออนของลําดับที่สรางจาก กระบวนการทําซํ้าแบบ Ishikawa  
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