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บทคัดยอ 

 

งานวิจัยน้ี ไดเสนอและศึกษากระบวนการทําซํ้าแบบ Ishikawa เพื่อที่จะหาผลเฉลยรวมของปญหาดุลยภาพแบบ split 

และปญหาจุดตรึงของการสงหลายคาดัดแปลงสําหรับคา   ในปริภูมิฮิลเบิรตจริง และไดศึกษาการลูเขาแบบออนของลําดับที่

สรางจากกระบวนการทําซํ้าแบบ Ishikawa ไปสูผลเฉลยรวมของทั้งสองปญหาขางตน  

 

คําสําคัญ: กระบวนการทําซํ้าแบบ Ishikawa  ปญหาดุลยภาพแบบ split  ปญหาจุดตรึง 

 

Abstract 

 

In this paper, we introduce and study Ishikawa iteration for solving split equilibrium problems and 

fixed point problems of  -hybrid multivalued mappings in real Hilbert spaces and prove that the proposed 

iterative algorithm converges weakly to a common solution of the considered problems 

 

Keywords: Ishikawa iteration, split equilibrium problems, fixed point problems 

 

1. บทนํา  

 

การศึกษาเก่ียวกับปญหาดุลยภาพ (Equilibrium Problems)  ถือไดวาเปนปญหาที่สําคัญในดานเศรษฐศาสตร 

วิทยาศาสตร หรือแมกระทั่งในทางวิศวกรรมศาสตรก็ตาม โดยปญหาดุลยภาพเปนการศึกษาปญหา ดังตอไปน้ี กําหนดให H  

เปนปริภูมิฮิลเบิรตจริง กับ inner product ·,·   และ induced norm ·‖‖ กําหนดให C  เปนเซตยอยคอนเวกซแบบปด ที่

ไมเปนเซตวาง ของปริภูมิฮิลเบิรตจริง และกําหนดให การสง :F C C   เปนการสงไบฟงกชัน ผลเฉลยของปญหา

ดุลยภาพก็คือการหาสมาชิก x C  ที่สอดคลองกับอสมการตอไปน้ี   

( , ) 0,F x y y C    
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 องคความรูใหมที่ไดจาก ปญหาดังกลาวน้ันเปนแบบจําลองพื้นฐาน และเปนเครื่องมือที่สําคัญในการศึกษาเก่ียวกับ

ทั้งปญหาเชิงเสน และไมเชิงเสน (linear and nonlinear problems) อยางเชนทางดาน กลศาสตร (mechanics) ฟสิกส 

(physics) การหาคาเหมาะที่สุด และการควบคุม (optimization and control) การเงิน (finance)  เครือขาย (network) 

ทฤษฎีเกมส (game theory) เศรษฐศาสตรและการเคล่ือนยายเชิงดุลยภาพ (economics and transportation 

equilibrium) วิทยาศาสตรเชิงวิศวกรรมศาสตร (engineering science) เปนตน ( Blum, Oettli, 1994) และ  

(Combettes, Hirstoaga, 2005) 

ในป 2005  Censor และ Elfving (2005) เปนนักวิจัยกลุมแรกที่ไดศึกษาปญหาที่เรียกวา split feasibility 

problem ( )SEP ในปริภูมิฮิลเบิรตที่มีมิติจํากัด โดยกําหนดให C และ  Q  เปนเซตยอยคอนเวกซแบบปด ที่ไมเปนเซตวาง 

ของปริภูมิฮิลเบิรต 1H  และ 2H  ตามลําดับ  ให 1 2:A H H  เปนการสงเชิงเสนแบบมีขอบเขต แลวผลเฉลยของ

ปญหา split feasibility problem (SEP) คือการหาสมาชิก *x  ที่สอดคลองกับสมบัติตอไปน้ี   
* *,x C Ax Q   

ผลเฉลยของปญหา split feasibility problem สามารถนําไปประยุกตใชในการแกปญหา เรื่อง intensity-

modulated radiation therapy, signal processing และ image reconstruction (Censor et al., 2005) 

ตอมาในป 2013 Kazmi  และคณะ (2013) ไดนําปญหาดุลยภาพ และ split feasibility problem นํามาประยุกต

รวมกัน กลายเปนปญหาที่เรียกวา ปญหาดุลยภาพแบบ split (split equilibrium Problem) น่ันคือ: กําหนดให 

1 :F C C   และ 2 :F Q Q   เปนไบฟงกชันแบบไมเชิงเสน  กําหนดให 1 2:A H H  เปนการสงเชิง

เสนที่มีขอบเขต แลวการหาผลเฉลยปญหาดุลยภาพแบบ split คือ การหาสมาชิก *x C  ที่สอดคลองกับสมการตอไปน้ี 
*

1( , ) 0,F x x x C   โดยที่  * *y Ax Q   และ *y สอดคลองกับอสมการ *
2 ( , ) 0,F y y y Q    

ในงานวิจัยเรื่องน้ีจะใชวิธีการสรางกระบวนการทําซํ้าของจุดตรึง สําหรับการสงไมเชิงเสน มาประยุกตในการหาผล

เฉลยของปญหาดุลยภาพแบบ split  ปจจุบันทฤษฎีจุดตรึง (fixed point theory) นับวามีบทบาทสําคัญอยางมาก ตอการ

พัฒนา ความรูเก่ียวกับวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีสมัยใหมและนําไปประยุกตเพื่อแกปญหาตาง ๆ เชน ในทางเศรษฐศาสตรก็

นําทฤษฎีจุดตรึงไปใชในการหาจุดที่ทํากําไรสูงที่สุด หรือเพื่อหาจุดคุมทุน 

 โดยการศึกษาปญหาจุดตรึงสําหรับการสงแบบไมเชิงเสนเริ่มตนจาก  Banach (1922)  โดย กําหนดให ( , )X d
เปนปริภูมิเมตริกบริบูรณ  พบวาการสงแบบหดตัว (Contraction mapping) จะมีจุดตรึงเพียงจุดเดียว และ สามารถสราง

กระบวนการทําซํ้า เพื่อหาผลเฉลยของจุดตรึง เรียกวา กระบวนการทําซํ้าแบบ Picard นิยามโดย  

                                                 1 ( ), 1n nx T x n    

ตอมาป 1953  Mann (1953)  เสนอกระบวนการทําซํ้าแบบเฉล่ียคา ซ่ึงสามารถแกไขปญหาการไมลูเขาของ

กระบวนการทําซํ้าแบบ Picard ได  ซ่ึงสามารถใชสมาชิกตัวใดก็ไดที่อยูในโดเมนของการสงมาเปนคาเริ่มตน ซ่ึงปจจุบันเปนที่

รูจักกันทั่วไป คือ Mann’s iteration ดังตอไปน้ีให C  เซตยอย คอนเวกซแบบปดที่ไมเปนเซตวางของปริภูมิ และ 

:T C C  ให { },{ } [0,1]n n    และนิยามลําดับ { }nx  ดังตอไปน้ี 

1

1 (1 ) , 1n n n n n

x C
x x Tx n 


   

 

ตอมาในป 1974 Ishikawa (1974) ไดสรางกระบวนการทําซํ้าที่เปนการวางนัยทั่วไปมากกวาของ Mann (1953) ซ่ึง

รูจักกันดีในชื่อวา Ishikawa’s iteration  ดังตอไปน้ี  

0

1

(1 ) ,
(1 ) , 0,

n n n n n

n n n n n

x C
y x Tx
x x Ty n
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2.วัตถุประสงคในการวิจัย 

 

2.1 เพื่อศึกษาการลูเขาอยางออนของลําดับที่สรางจากกระบวนการทําซํ้าแบบ อิชิกาวาบนปริภูมิฮิลเบิรต 

2.2 เพื่อหาผลเฉลยรวมของปญหาจุดตรึงสําหรับการสงแบบหลายคาและปญหาดุลภาพแบบ split บนปริภูมิฮิลเบิรต 

 

3.เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 

กําหนดให ( )CB C  เปนวงศของเซตยอยมีขอบเขตแบบปดที่ไมเปนเซตวางของ C  และ ( )K C  เปนเซตยอย

กระชับที่ไมเปนเซตวางของ C  และระยะทางของเฮาสดอฟฟ (The Hausdorff metric  ( ) )บนเซต ( )CB C  นิยามโดย  

( , ) : max{sup ( , ),sup ( , )}, , ( )
x A y B

A B dist x B dist y A A B CB C
 

    

กําหนดให การสง : 2CS C   เปนการสงหลายคา  จะกลาววา x C  เปนจุดตรึงของเซต S  ถา x Sx   

บทนิยามที่ 3.1 กําหนดให : 2CS C   เปนการสงหลายคา จะกลาววา S  เปน   

(i) การสงแบบไมขยาย ถาสอดคลองกับอสมการตอไปน้ี 

( , ) , ,Sx Sy x y x y C   ‖ ‖  

(ii) การสงแบบก่ึงไมขยาย  ถาสอดคลองกับอสมการตอไปน้ี 

( , ) , , ( )Sx Sp x p x C p F S      ‖ ‖  

(iii)  การสงแบบ nonspreading ถาสอดคลองกับอสมการตอไปน้ี 

2 2 22 ( , ) ( , ) ( , ) , ,Sx Sy dist y Sx dist x Sy x y C     

(iv) การสงแบบดัดแปลงสําหรับคา  (lambda) ถามี   และสอดคลองกับอสมการตอไปน้ี 

2 2 2 2(1 ) ( , ) (1 ) ( , ) ( , ) , ,Sx Sp x y dist y Sx dist x Sy x y C           ‖ ‖  

 จะเห็นวา การสงแบบดัดแปลงสําหรับคา 0  ก็คือการสงแบบไมขยาย และการสงแบบดัดแปลงสําหรับคา 1  คือ 

การสงแบบ  nonspreading เน่ืองจากงานวิจัยทําใหทราบวาถา S เปนการสงแบบดัดแปลง สําหรับคา   แลวเซต ( )F S  

เปนเซตปด นอกจากน้ีถาการสง S  ซ่ึงสอดคลองกับเงื่อนไขวา { }, ( )Sp p p F S    แลว ( )F S  เปนเซตคอนเวกซ 

บทตั้งที่ 3.2 (Takahashi et al., 2005) กําหนดให 1H  เปนปริภูมิฮิลเบิรต แลวจะมีสมบัติตอไปน้ี 

3.2.1  2 2 2
12 , , , ;x y x y x y y x y H        ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

3.2.2  2 2
12 , , , ;x y x y x y x y H       ‖ ‖ ‖ ‖  

3.2.3  2 2 2 2
1(1 ) (1 ) (1 ) , [0,1] , ;tx t y t x t y t t x y t x y H           ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

3.2.4   ถาลําดับ 1 1{ }n nx H
   เปนลําดับที่ลูเขาแบบออน ไปสูคา 1,z H  แลวจะไดวา  

2 2 2
1sup slim li p ,m un n

n n
x y x z z y y H

 
      ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

การสง :T C H  เรียกวาการสงทางเดียวแบบเขมผกผันสําหรับคา   ถามีจํานวนจริงบวก   ที่สอดคลอง

กับอสมการ 
2, , ,x y Tx Ty Tx Ty x y C       

และสําหรับคา (0, 2 ]   จะเห็นวาการสง I T  เปนการสงแบบไมขยายคาเดียว น่ันคือ 

( ) ( ) , ,I T x I T y x y x y C         
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บทตั้งที่ 3.3 (Opial, 1967) ให E  เปนปริภูมิบานาค จะกลาววา E  สอดคลองเงื่อนไข opial ถาลําดับ 

{ }nx E  และ nx x  แลว lim limsup sup , ,n nx x x y y E x y    ‖ ‖  

บทตั้งที่ 3.4 (Suantai, 2005) ให E เปนปริภูมิบานาคสอดคลองกับเงื่อนไข Opial และลําดับ { }nx E  ให 

, ,u v E  lim nn
x u


‖ ‖ และ lim nn

x v


‖ ‖ หาคาได  ถา { },{ }
k kn mx x  เปนลําดับยอยของ { }nx  ลูเขาอยางออน

สูคา u  และ v  ตามลําดับ แลวจะไดวา u v  

สําหรับการหาผลเฉลยของปญหาดุลยภาพ จําเปนตองตั้งสมมุติฐานโดย ให 1 :F C C   เปนไบฟงกชันที่

สอดคลองกับเงื่อนไขตอไปน้ี 

3.4.1  1( , ) 0F x x   สําหรับ ;x C  

3.4.2 1F  เปนการสงแบบทางเดียว น่ันคือ 1 1( , ) ( , ) 0 , ;F x y F y x x y C      

3.4.3  สําหรับ , , ,x y z C  จะไดวา 1 10
lim ( (1 ) , ) ( , );
t

F tz t x y F x y


    

3.4.4  สําหรับ 1, ( , )x C y F x y   เปนการสงคอนเวกซ และการสงก่ึงตอเน่ืองลาง และ 

  1
1( , ) , 0x xF z y y z z x
r
      

บทตั้งที่ 3.5 (Suantai et al., 2016) ให C  เปนเซตยอยคอนเวกซแบบปดที่ไมเปนเซตวางของปริภูมิฮิลเบิรต 

จริง 1H  และ 1 :F C C   เปนไบฟงกชันสอดคลองกับเงื่อนไข 3.4.1-3.4.4 สําหรับ 0r   และ 1x H  จะนิยาม 

1
1:F

rT H C  โดย  1
1 1

1( ) : ( , ) , 0, ,{ }F
rT x z C F z y y z z x y C x H

r
             จึงสรุปไดวา  

3.5.1  สําหรับสมาชิก  1,x H   1F
rT   

3.5.2  1F
rT  ปนการสงแบบคาเดียว 

3.5.3 1F
rT เปนการสงไมขยายแบบ firmly น่ันคือ 1 1 1 12

1, , ,F F F F
r r r rT x T y T x T y x y x y H       ‖ ‖  

3.5.4  1
1( ) ( )F

rF T EP F  

3.5.5 1( )EP F   เปนคอนเวกซแบบปด   

นอกจากน้ีให 2 :F Q Q   สอดคลองกับสมมุติฐานสําหรับ 0s  และ 2w H  นิยามการสง 2
2:F

sT H Q  

โดย  2
1( ) : ( , ) , 0,{ }F

sT v w Q F w d d w w v d Q
r

           จึงสรุปไดวา  

3.5.6 สําหรับสมาชิก  2 ,x H   2
s
FT    

3.5.7  2F
sT  ปนการสงแบบคาเดียว 

3.5.8 2
s
FT เปนการสงไมขยายแบบ firmly น่ันคือ 2 2 2 22

2, , ,s s s s
F F F FT x T y T x T y x y x y H       ‖ ‖  

3.5.9 2
2( ) ( )s

FF T EP F  

3.5.10 2( )EP F   เปนคอนเวกซแบบปด   

ขอสังเกต เงื่อนไข (A) กําหนดใหปริภูมิฮิลเบิรตจริง H  และ C H  การสงหลายคา : ( )S C CB C  จะ

กลาววา การสง S  สอดคลองเงื่อนไข (A) ถา ( , ),x p d x Sp x H  ‖ ‖  และ ( )p F S จะเห็นวา S  สอดคลอง

กับเงื่อนไข (A) ก็ตอเม่ือ { }Sp p  สําหรับ ( )p F S  เปนที่ทราบวาการดําเนินการที่ประมาณคาที่ดีที่สุด SP  โดยที่ 

{ : ( , )}SP x y Sx y x d x Sx   ‖ ‖  และสอดคลองกับเงื่อนไข (A) 

บทตั้งที่ 3.6 (Suantai et al., 2015) กําหนดให C  เปนเซตยอยคอนเวกซแบบปดที่ไมเปนเซตวางของปริภูมิ  

ฮิลเบิรตจริง H และ : ( )S C K C  เปนการสงหลายคาดัดแปลงสําหรับคา   ถาลําดับ { }nx C  ที่ซ่ึง nx x  

และ n ny Sx  เม่ือ 0n nx y   แลว x Sx  
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4. ผลการวิจัย 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.1 กําหนดให C และ  Q  เปนเซตยอยคอนเวกซแบบปดที่ไมเปนเซตวางของปริภูมิฮิลเบิรตจริง 1H  

และ 2H  ตามลําดับ ให 1 2:A H H  เปนการสงเชิงเสนแบบมีขอบเขต และ : ( )S C K C  เปนการสงหลายคา

ดัดแปลงสําหรับคา   กําหนดให 1 :F C C   และ 2 :F Q Q   เปนการสงแบบไบฟงกชันที่สอดคลองกับ

สมมุติฐานที่ 3.4.1-3.4.4 และ 2F  เปนการสงก่ึงตอเน่ืองบนอารกิวเมนตที่ 1  สมมุติให S  สอดคลองเงื่อนไข (A) และ  

( )F S     เม่ือ 1 2{ : ( ( },) )z C z EP F Az EP F      ให  1x C  และ  
1 2*

1

( ( ) ) ,

(1 )
,

, ,
(1 ) ,

n n

F F
n r r n

n n n n n n n

n n n n n n n

u T I A I T A x

y x w w Su
x x z z Sy n



 
 

  

   
     

           (1) 

เม่ือ (0,1/ )L   ที่ซ่ึง L  คือรัศมีสเปกตรัมของ *A A  โดยที่ *A  ผูกพันของ A  สมมุติใหลําดับ { }nx  ที่สรางขึ้น 

สอดคลองกับเงื่อนไขตอไปน้ี  

   4.1.1  { } (0,1)n   และ lim lim0 inf sup 1;n nn n
 

 
    

   4.1.2 { } (0,1)n   และ lim lim0 inf sup 1;n nn n
 

 
    

   4.1.3 { } (0, ),0 liminfn nn
r r


    

แลวจะไดวา ลําดับ { }nx  ที่สรางขึ้นตามสมการ (1) จะลูเขาอยางออนไปสูคา p โดยที่ p     

พิสูจน  กอนที่จะเริ่มการพิสูจน ตองแสดงวา 2*( )
n

F
rA I T A  เปนการสงแบบทางเดียวแบบเขมผกผันกอน สําหรับคา 

1
L

 

เน่ืองจาก 2

n

F
rT  เปนการสงไมขยายแบบ firmly และ 2

n

F
rI T  เปนการสงทางเดียวแบบเขมผกผัน สําหรับคา 1 จะเห็นไดวา 

2 2 2 2* * 2 * *
1( ) ( ) , ( ) ( ) , ,

n n n n

F F F F
r r r rA I T Ax A I T Ay L x y A I T Ax A I T Ay x y H          ‖ ‖

แลวจะไดวา  2*( )
n

F
rA I T A  เปนการสงแบบทางเดียวแบบเขมผกผัน สําหรับคา 

1
L

 นอกจากน้ี เม่ือ  
1(0, )
L

    

จึงสรุปวา 2*( )
n

F
rI A I T A   เปนการสงแบบไมขยายอีกดวย 

การพิสูจนทั้งหมดจะแบงเปน 5 ขั้นตอนดังน้ี  

ข้ันตอนที่ 1  ตองการแสดงวา lim nn
x q


‖ ‖ หาคาได 

สมมุติให q  แลว 1

n

F
rq T q และ 2*( ( ) )

n

F
rq I A I T A q    ดังน้ัน 

1 2 1 2* *( ( ) ) ( ( ) )
n n n n

F F F F
n r r n r r nu q T I A I T A x T I A I T A q x q         ‖ ‖‖ ‖‖ ‖   (2) 

เน่ืองจากสมการ (1) จะพิจารณาระยะทางระหวาง ลําดับ { }nw  และ q  ดังน้ี 

dist( , ) ( , )n n n n nw q w Sq H Su Sq u q x q      ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖       (3)            

และตอไปจะพิจารณาระยะทางระหวาง ลําดับ { }ny  กับ q   และ ลําดับ { }nz  กับ q  คือ  

(1 )n nn n n ny x x qq q x q       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖        

dist( , ) ( , )n n n n nz q z Sq H Sy Sq y q x q      ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖                                                      (4) 

เน่ืองจากสมการ (3) และ (4) จะไดวา   

1 (1 )n n n n n nx q x q x q x q        ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖     (5) 

เน่ืองจากสมการ  (5)  น่ันคือลําดับ  nx q‖ ‖  เปนลําดับลดและมีขอบเขตลางจึงสรุปวา  lim nn
x q


‖ ‖ หาคาได  
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ข้ันตอนที่ 2 แสดงวา คาลิมิต  lim 0n nn
w z


 ‖ ‖  

เน่ืองจากบทตั้งที ่3.2 (3.2.3) และอสมการ (3), (4) และการสง S  สอดคลองกับเงื่อนไข (A)  จะไดวา 
2 2 2 2

1

2 2

(1 ) (1 )

(1 )
n n n n n n n n n

n n n n n

x q x q z q w z

x q w z

   

 
         

    

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
 

น่ันคือ 2 2 2
1(1 )n n n n n nw z x q x q       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

เน่ืองจากเงื่อนไข 4.1.1 และ lim nn
x q


‖ ‖ หาคาได จึงสรุปวา  

lim 0n nn
w z


 ‖ ‖          (6) 

 

ข้ันตอนที่ 3 แสดงวาคาลิมิต  lim 0n nn
u x


 ‖ ‖  และ lim 0n nn

w u


 ‖ ‖  

การพิสูจนในขั้นตอนที่ 3 จะเริ่มพิจารณาจาก 
2

2

2 2 2

2

2 * 2

2 2 2

2 2

( ( ) )

2 ( ) ( ) ( ),

( 1)

n

n

n n n

n

F
n r n

F
n n r n

F F F
n n r n n r n n r n

F
n n r n

u q I A I T A x q

x q L Ax T Ax

A q x Ax T Ax Ax T Ax Ax T Ax

x q L Ax T Ax







 

    

   

        

    

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

 

แลวจะไดวา  

2

2 2 2
1

2 2

(1 )

( 1)
n

n n n n n
F

n n r n

x q x q z q

x q L Ax T Ax

 

 
      

    

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
 

ดังน้ันจะไดวา   2 2 2 2
1( 1)

n

F
n r n n nL Ax T Ax x q x q        ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖          

เน่ืองจากคา ( 1) 0L     และ lim nn
x q


‖ ‖ หาคาไดจึงแสดงไดวา   

                                        2lim 0
n

F
n r nn

Ax T Ax


 ‖ ‖                                                      (7) 

เน่ืองจาก 1

n

F
rT  เปนการสงแบบไมขยายแบบ firmly และ 2*( )

n

F
rI A I T A   เปนการสงแบบไมขยายดวยคือ 

1 2 1 2

2 2

2 * *

2 2

2 2 * 2 *

( ( ) ) , ( ( ) )

1
2

( ( ) 2 , ( ) )

{
}

n n n n

n n

F F F F
n r r n r r n

n n

F F
n n r n n n r n

u q T I A I T A x T q I A I T A x q

u q x q

u x A I T Ax u x A I T Ax

 

 

         

   

        

‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

 

แลวจะไดวา  
22 2 2 *2 ( )

n

F
n n n n n n r nu q x q u x u x A I T Ax       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖ 

เน่ืองจากอสมการ (3) และ (4) จึงได  
22 2 2 * 2

1 { 2 ( ) } (1 )
n

F
n n n n n n n r n n nx q x q u x u x A I T Ax x q             ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖ ‖ ‖  

ดังน้ันจะได  22 2 2 *
1 2 ( )

n

F
n n n n n n r nu x x q x q M A I T Ax       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 

เม่ือ  sup :n nM u x n    เน่ืองจากเงื่อนไข 4.1.1,  (7) และ lim nn
x q


‖ ‖ หาคาไดจึงสรุปวา 

                                               lim 0n nn
u x


 ‖ ‖                                                (8) 

ตอไปจะพิสูจน lim 0n nn
w u


 ‖ ‖  โดยเริ่มพิจารณา   
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2 2 2 2

2 2

(1 ) (1 )

(1 )
n n n n n n n n n

n n n n n

y q x q x q x w

x q x w

   

 

        

    

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
 

เน่ืองจากอสมการ (3) และ (4) จะไดวา  
2 2 2 2

1

2 2

(1 ){ (1 ) }

(1

 

)
n n n n n n n n n

n n n n n

x q x q x q x w

x q x w

   

 
         

    

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
 

น่ันคือ  2 2 2
11  ( )n n n n n nx w x q x q       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

และเน่ืองจากเงื่อนไข 4.1.2  และ lim nn
x q


‖ ‖ หาคาไดจึงไดวา  

                                                          lim 0n nn
w x


 ‖ ‖                                              (9) 

จากสมการ (8), (9) และพิจารณาจาก n n n n n nw u w x x u    ‖ ‖‖ ‖ ‖ ‖ จึงสรุปวา  

                                   lim 0n nn
w u


 ‖ ‖                                              (10) 

 

ข้ันตอนที่ 4 แสดงวา 1( ) { : ,{ } { }}
i iw n n n nx x H x x x x      

เน่ืองจากลําดับ { }nx  เปนลําดับที่มีขอบเขตและ 1H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตแบบสะทอน จึงไดวา ( )w nx    

สมมุติให ( )w np x  แลวจะมีลําดับยอย { } { }
in nx x p   เน่ืองจาก (8) แลวจะไดอีกวา { } { }

in nw w p   

เม่ือ i   ดังน้ัน โดยบทตั้งที่ 3.6 และ สมการ (10) จะไดวา ( )p F S  

ขั้นตอนตอไป ตองแสดงวา 1( )p EP F  เน่ืองจาก 1 2*( ( ) )
n n

F F
n r r nu T I A I T A x     จะได 

2*
1

1 1( , ) , , ( ) ) 0, 
n

F
n n n n n r n

n n

F u y y u u x y u A I T A x y C
r r

              

   จากสมมุติฐาน 3.2.4 จึงสรุปวา  

2*
1 1

1 1, , ( ) ) ( , ) ( , ), 
n

F
n n n n r n n n

n n

y u u x y u A I T A x F u y F y u y C
r r

             

ดังน้ัน  

2*
1

1 1, , ( ) ) ( , ), 
i i i i n i ii

i i

F
n n n n r n n

n n

y u u x y u A I T A x F y u y C
r r

             

จาก (10) จะไดวา  ,
inu p  จากเงื่อนไข  4.1.2, (7) และ 3.4.2 จะไดอสมการวา 1( , ) 0, F y p y C    

กําหนดให (1 ) , (0,1],ty ty t p t y C       จะไดวา  ty C  และ 1( , ) 0tF y p   

จากสมมุติฐาน 3.4.1-3.4.4 ดังน้ัน    1 1 11 ( , ) (10 ) ( , ) ( , ) , [ ]t tt t ttF y y t F y p t F y yF y y      

จะไดวา  1( , ) 0, tF y y y C    ให 0t   จาก 3.4.4 จะได 1( , ) 0F p y   จึงสรุปวา 1( )p EP F  

เน่ืองจาก A  เปนการสงเชิงเสนที่มีขอบเขต และ 
inAx Ap  จาก (7) คือ  2

n ii

F
r nT Ax Ap  เม่ือ i   

โดยนิยามของ 2

n ii

F
r nT Ax  จะได  2 2 2

2
1( , ) , 0, 

n i n i n i ii i i
i

F F F
r n r n r n n

n

F T Ax y y T Ax T Ax Ax y C
r

         

เน่ืองจาก 2F  เปนการสงก่ึงตอเน่ืองบนอารกิวเมนตที่ 1 เพราะวา 2

n ii

F
r nT Ax Ap จะไดวา 2 ( , ) 0, F Ap y y C    

ซ่ึงแสดงวา 2( )Ap EP F  จึงสามารถสรุปไดวา p   
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ข้ันตอนที่ 5 แสดงวาลําดับ { }nx  และ { }nw  ลูเขาอยางออนไปสูคา p โดยที่ p     

มีเงื่อนไขที่จําเปนและเพียงพอที่จะสรุปวา ( )w nx  มีเพียงจุดเดียวเทาน้ัน โดยการพิสูจนน้ันตองสมมุติให 

, ( )w np q x  และ { },{ } { }
k mn n nx x x  ที่ซ่ึง 

knx p , 
mnx q  เน่ืองจากสมการ (8) จะไดวา 

knu p , 

mnu q  โดยบทตั้งที่ 3.6  จึงสรุปวา , ( )p q F S   สุดทายน้ีเน่ืองจากบทตั้งที่ 3.4 จึงสรุปไดวา p q  
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